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Wyktad 8

Funkcje mierzalne i funkcje proste
f‘

A€ B(R)
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Ustalmy przestrzef mierzalng (X, F).

Def. Funkcja f : X — R jest mierzalna, gdy jest F-B(RR)-mierzalna:
Vacsm) fUA)eF

(czyli, gdy przeciwobraz zbioru borelowskiego jest zbiorem mierzalnym).

Lem. f : X — R jest mierzalna <= zachodzi jeden z warunkéw
Q Vaco f~'([a, +00)) € F Q Vabeq f~1([a, b)) € F
Q@ Vacg fl(a,+x))€F @ Vapeq  fH((a,b]) €F
O Vg F(-0,2)EF @ Vaneg Fl(ab)EF
Q V.o f1((~o00,a]) € F Q Vabe f~1([a, b]) € F

Dowdd: ,,—" bo wszystkie przedziaty i pétproste sa zb. borelowskimi.

,<=". (1) Pétproste z G = {[a, +0) : a € Q} generuja B(R) bo
va,bEQ [av b) :[a, +OO) \ [bv +OO)€ U(g),

a my wiemy, ze przedziaty [a, b), a, b € Q, generuja B(R). Zatem

o(G) = B(R). Czyli f mierzalna na mocy Lem z wyktadu 7.

»<=".(5), (6), (7), (8) Wynika z Tw i Uw z Wyktadu 2. Reszta




Prz. Funkcja charakterystyczna f(x) = 1 a(x) zbioru A C X jest
mierzalna <= A jest mierzalny, tzn. A € F.

1, xcA 9, a>1
f(x):{ ’ A = fYa,+0))={A 0<a<l
0, x¢ X, a<0

Def. Funkcje mierzalna f : X — R przyjmujaca skofczong ilos¢
wartosci nazywamy funkcja prosta. £(F) = zbiér funkcji prostych.

Stw. f : X — R jest funkcja prosta < y;\ p ‘
1 y2 4
f(x) = yila(x), [
i=1 Wl -
gdzie {y;}7_; CRi {A}", C F. A A A A

Ponadto mozemy tu zatozy¢, ze {y;}"_, rézne oraz X = | |I_; A;.

Dowéd: ,=". Niech f(X) = {y1,...,yn}. Zbiory A; == f1({y;}) € F,
tworza mierzalne rozbicie X, bo zbiory {y;} € B(R) tworza mierzalne
rozbicie f(X). Ponadto wtedy f(x) = >, yila,(x). 3/9



.<=". Niech f(x) = Xn: yila.(x), gdzie {A;}7_; C F. Oznaczmy
i=1

A% = Aoraz Al := A' dla A C X. Dla € = (€1, ..., €n) € {0,1}" zbiory
Ac = AT' NAZ N...N A € F, tworza rozbicie mierzalne X oraz

“a,+0)) = U{Ac : f(x) > adlax € A} € F. [ ]

Stw. Dla f, g € £(F) oraz a, f € R mamy
Q of + Bg € E(F) (przestrzeri liniowa)
Q f-geé&(F) (algebra)
Q@ fVvg:=max{f,g}, f Ag:=min{f,g} € E(F) (krata)

Dowdd: Niech f =371, yilla i g =32 zlp, gdzie {A;}]_; C F
oraz {B;}™, C F rozbicia przestrzeni X. Wtedy {A; N Bj}féqul CF
mierzalne rozbicie przestrzeni X oraz

n m
af + g = 21 Z(Ozy, Bzi)1 ans f-g= 21 Zl(yl zj)lans;
i=1j= i=1j=
n m
fvg= 21 Zlmax{ylazj}]]-A B fAg = Zl Zlmm{ylazj}]]-A nB;
i=1j= i=1j=

Zatem s3 to wszystko funkcje proste W/
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Def. Cze$¢ dodatnia i cze$¢ ujemna funkcji f : X — R

f(x), jesli f(x)>0
0,  jesli f(x) <0

f(x) := max{f(x),0} = {

—f(x), jesli f(x) <0
0, jesli F(x) > 0

o’

f~(x) := max{—f(x),0} = —min{f(x),0} = {

Uw. Funkcje f*, f~ sa jednoznacznie wyznaczone przez relacje
f=fFft—fF", ff,f~>0 oraz ft-f—=0.
Ponadto, |f| = f+ +f".

Wn. f € E(F) = £+, f~, |f| € £(F) J

Dowdd: ft =fVO0, f-=—fA0€&E(F)oraz |[f|=FfT+f €&(F):M



Tw. Kazda funkcja mierzalna f : X — R jest granica punktowa ciagu

funkgji prostych, tzn. istnieje {f,}52; C E(F) taki, ze
Viex lim fa(x) = f(x).

Jesli £ >0, to {£,}72,C E(F) mozna wybrac tak, by f

czyli f, /' f i wtedy f(x) = sup,cy fn(X).

Sh<f<.,

Dowdd: (krok 1) Zatézmy, ze f > 0.
Dzielimy odcinek [0, n) na n2" réwnych ]

czesci i rozwazmy ich przeciwobrazy:

A= A B e F

dla k=0,...,n2" — 1 oraz
"o = fY([n, +00)) € F
Zdefiniujmy .

n2n
= > la .
k=0

Wtedy {f,}22, C E(F

Ponadto f; < f2 r<....Cxyli f, /' F.

)oraz|f() f(x)] < 2 dlax € 1

([0, m)).
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(krok 2) Jesli f : X — R dowolna mierzalna, to f = f* — f~
gdzie T, f~ > 0 mierzalne @3 Na mocy (krok 1) istnieja
{fFe 1,{f 12, CE(F) takie, ze f,7 /T oraz f,- /' f~.
Zatem ktadac f, := f,F — £ mamy {f,}°2, C E(F) oraz

n

Viex lim fo(x) = lim £,7(x) — lim £"(x)
= ft(x) — f(x) = f(x). [
Stw. Jezeli {f,}7°; funkcje mierzalne, to funkcje
inf f,, sup £, liminf f,, limsup f,
neN neN n—o0 n—o00

sa mierzalne (o ile przyjmuja wartoséci skoficzone). W szczegélnosci,
granica punktowa nlim f,, jesli istnieje, to jest funkcja mierzalna.
— 00

Uw. liminf f,(x) = lim inf fi(x) = sup inf fi(x) (granica dolna)

n—oo n—oo k>n neN k>n

limsup f(x) = lim sup fi(x) = mf sup fx(x) (granica gérna)

n—o0 =00 k>n Ng>n

Ponadto nILngo fa(x) istnieje <—= Iim!)rgf fo(x) = lim sup f,(x)

n—oo 7/9



Dowéd: Na mocy Uw wystarczy pokaza¢, ze inf ey f, oraz sup ey fn
mierzalne. Dla dowolnego a € R mamy

(suPpen f) " ([2, +00)) = {x € X : sup e fo(x) > a}
>

=N U {xeX:fix) a—l} e F.
keN neN k
eF
Zatem sup ¢y fp : X — R mierzalna. Skoro infen fn = — sup,en(—1).
to wynika stad réwniez, ze inf,cn f : X — R mierzalna. |
Ozn. M(F) zbiér funkcji mierzalnych f : X — R. J

Wn. M(F) jest domknieciem E(F) w topologii zbieznosci punktowej,
tzn. funkcja jest mierzalna <= jest granica punktowa funkcji prostych.

Whn. Dla f,g € M(F) oraz a, € R mamy

Q of + g € M(F) (przestrzen liniowa)
Q f-ge M(F) (algebra)
Q fVg:=max{f,g}, f Ag:=min{f,g} € M(F) (krata)
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Dowdd: Na mocy Tw istnieja {£,}52,,{g.}52, C E(F) takie, ze
lim fa(x) = f(x) oraz Jim gn(x) = g(x). Zatem
af + 3g = lim of, + 3g, € M(F)
jako granica ciagu funkgcji mierzalnych {af, + fg,}5°, C E(F);
f-g= lim f,-g, € M(F)
jako granica ciagu funkgji mierzalnych {f, - g,}52, C E(F).
Natomiast £V g := max{f,g} oraz f A g := min{f, g} € M(F)

bezposrednio ze Stw. [ |

Od funkcji charakterystycznych do funkcji mierzalnych: |

funkcje funkcje proste funkcje mierzalne

charakterystyczne
[
— —
B - —
1 ] |

1a, A€ FY = F E(F) - przestrzen liniowa M(F) = E(F) domkniecie &(F

{ A } [ rozpigta przez {15, A € F} \(Ntt)>po|ogi(i zb)ieinoéci puantoweg )
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