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Funkcje mierzalne i funkcje proste
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Ustalmy przestrze« mierzaln¡ (X ,F).

Def. Funkcja f : X → R jest mierzalna, gdy jest F-B(R)-mierzalna:

∀A∈B(R) f −1(A) ∈ F
(czyli, gdy przeciwobraz zbioru borelowskiego jest zbiorem mierzalnym).

Lem. f : X → R jest mierzalna ⇐⇒ zachodzi jeden z warunków

1 ∀a∈Q f −1([a,+∞)) ∈ F
2 ∀a∈Q f −1((a,+∞)) ∈ F
3 ∀a∈Q f −1((−∞, a)) ∈ F
4 ∀a∈Q f −1((−∞, a]) ∈ F

5 ∀a,b∈Q f −1([a, b)) ∈ F
6 ∀a,b∈Q f −1((a, b]) ∈ F
7 ∀a,b∈Q f −1((a, b)) ∈ F
8 ∀a,b∈Q f −1([a, b]) ∈ F

Dowód: �=⇒� bo wszystkie przedziaªy i póªproste s¡ zb. borelowskimi.

�⇐=�. (1) Póªproste z G = {[a,+∞) : a ∈ Q} generuj¡ B(R) bo
∀a,b∈Q [a, b) =[a,+∞) \ [b,+∞)∈ σ(G),

a my wiemy, »e przedziaªy [a, b), a, b ∈ Q, generuj¡ B(R). Zatem
σ(G) = B(R). Czyli f mierzalna na mocy Lem z wykªadu 7.

�⇐=�. (5), (6), (7), (8) Wynika z Tw i Uw z Wykªadu 2. Reszta 2 / 9



Prz. Funkcja charakterystyczna f (x) = 1A(x) zbioru A ⊆ X jest

mierzalna ⇐⇒ A jest mierzalny, tzn. A ∈ F .

f (x) =

{
1, x ∈ A

0, x 6∈ A
=⇒ f −1([a,+∞))=


∅, a > 1

A, 0 < a ¬ 1

X , a ¬ 0

Def. Funkcj¦ mierzaln¡ f : X → R przyjmuj¡c¡ sko«czon¡ ilo±¢

warto±ci nazywamy funkcj¡ prost¡. E(F) = zbiór funkcji prostych.

Stw. f : X → R jest funkcj¡ prost¡ ⇐⇒

f (x) =
n∑

i=1

yi1Ai
(x),

gdzie {yi}ni=1 ⊆ R i {Ai}ni=1 ⊆ F .

f

A1

y1

A2

y2

A3

y3

A4

y4

Ponadto mo»emy tu zaªo»y¢, »e {yi}ni=1 ró»ne oraz X =
⊔n

i=1 Ai .

Dowód: �=⇒�. Niech f (X ) = {y1, ..., yn}. Zbiory Ai := f −1({yi}) ∈ F ,
tworz¡ mierzalne rozbicie X , bo zbiory {yi} ∈ B(R) tworz¡ mierzalne

rozbicie f (X ). Ponadto wtedy f (x) =
∑n

i=1 yi1Ai
(x). 3 / 9



�⇐=�. Niech f (x) =
n∑

i=1

yi1Ai
(x), gdzie {Ai}ni=1 ⊆ F . Oznaczmy

A0 := A oraz A1 := A′ dla A ⊆ X . Dla ε = (ε1, ..., εn) ∈ {0, 1}n zbiory

Aε := Aε11 ∩ Aε22 ∩ ... ∩ Aεnn ∈ F , tworz¡ rozbicie mierzalne X oraz

f −1([a,+∞)) =
⋃
{Aε : f (x) ­ a dla x ∈ Aε} ∈ F . �

Stw. Dla f , g ∈ E(F) oraz α, β ∈ R mamy

1 αf + βg ∈ E(F) (przestrze« liniowa)

2 f · g ∈ E(F) (algebra)

3 f ∨ g := max{f , g}, f ∧ g := min{f , g} ∈ E(F) (krata)

Dowód: Niech f =
∑n

i=1 yi1Ai
i g =

∑m
j=1 zj1Bj

, gdzie {Ai}ni=1 ⊆ F
oraz {Bj}mj=1 ⊆ F rozbicia przestrzeni X . Wtedy {Ai ∩ Bj}n,mi=1,j=1 ⊆ F
mierzalne rozbicie przestrzeni X oraz

αf + βg =
n∑

i=1

m∑
j=1

(αyi + βzj)1Ai∩Bj
f · g =

n∑
i=1

m∑
j=1

(yi · zj)1Ai∩Bj

f ∨ g =
n∑

i=1

m∑
j=1

max{yi , zj}1Ai∩Bj
f ∧ g =

n∑
i=1

m∑
j=1

min{yi , zj}1Ai∩Bj

Zatem s¡ to wszystko funkcje proste � 4 / 9



f

= �

f + f −

Def. Cz¦±¢ dodatnia i cze±¢ ujemna funkcji f : X → R

f +(x) := max{f (x), 0} =
{
f (x), je±li f (x) > 0

0, je±li f (x) ¬ 0

f −(x) := max{−f (x), 0} = −min{f (x), 0} =
{
−f (x), je±li f (x) < 0

0, je±li f (x) ­ 0

Uw. Funkcje f +, f − s¡ jednoznacznie wyznaczone przez relacje

f = f + − f −, f +, f − ­ 0 oraz f + · f − = 0.

Ponadto, |f | = f + + f −.

Wn. f ∈ E(F) =⇒ f +, f −, |f | ∈ E(F)

Dowód: f + = f ∨ 0, f − = −f ∧ 0 ∈ E(F) oraz |f | = f + + f − ∈ E(F) �5 / 9



Tw. Ka»da funkcja mierzalna f : X → R jest granic¡ punktow¡ ci¡gu

funkcji prostych, tzn. istnieje {fn}∞n=1 ⊆ E(F) taki, »e

∀x∈X lim
n→∞

fn(x) = f (x).

Je±li f ­ 0, to {fn}∞n=1⊆ E(F) mo»na wybra¢ tak, by f1 ¬ f2 ¬ f3 ¬ ...,
czyli fn ↗ f i wtedy f (x) = supn∈N fn(x).

Dowód: (krok 1) Zaªó»my, »e f ­ 0.

Dzielimy odcinek [0, n) na n2n równych

cz¦±ci i rozwa»my ich przeciwobrazy:

An
k := f −1([ k

2n
, k+1

2n
)) ∈ F

dla k = 0, ..., n2n − 1 oraz

An
n2n := f −1([n,+∞)) ∈ F

Zde�niujmy

fn :=
n2n∑
k=0

k
2n
1An

k

Wtedy {fn}∞n=1 ⊆ E(F) oraz |fn(x)− f (x)| < 1
2n

dla x ∈ f −1([0, n)).

Ponadto f1 ¬ f2 ¬ f3 ¬ ... . Czyli fn ↗ f . 6 / 9



(krok 2) Je±li f : X → R dowolna mierzalna, to f = f + − f −

gdzie f +, f − ­ 0 mierzalne Na mocy (krok 1) istniej¡
{f +n }∞n=1, {f −n }∞n=1 ⊆ E(F) takie, »e f +n ↗ f + oraz f −n ↗ f −.
Zatem kªad¡c fn := f +n − f −n mamy {fn}∞n=1 ⊆ E(F) oraz

∀x∈X lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

f +n (x)− lim
n→∞

f −n (x)

= f +(x)− f −(x) = f (x). �

Stw. Je»eli {fn}∞n=1 funkcje mierzalne, to funkcje

inf
n∈N

fn, sup
n∈N

fn, lim inf
n→∞

fn, lim sup
n→∞

fn

s¡ mierzalne (o ile przyjmuj¡ warto±ci sko«czone). W szczególno±ci,
granica punktowa lim

n→∞
fn, je±li istnieje, to jest funkcj¡ mierzaln¡.

Uw. lim inf
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

inf
k­n

fk(x) = sup
n∈N

inf
k­n

fk(x) (granica dolna)

lim sup
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

sup
k­n

fk(x) = inf
n∈N

sup
k­n

fk(x) (granica górna)

Ponadto lim
n→∞

fn(x) istnieje ⇐⇒ lim inf
n→∞

fn(x) = lim sup
n→∞

fn(x)
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Dowód: Na mocy Uw wystarczy pokaza¢, »e infn∈N fn oraz supn∈N fn
mierzalne. Dla dowolnego a ∈ R mamy

(supn∈N fn)
−1([a,+∞)) = {x ∈ X : supn∈N fn(x) ­ a}

=
⋂
k∈N

⋃
n∈N
{x ∈ X : fn(x) ­ a− 1

k
}︸ ︷︷ ︸

∈F

∈ F .

Zatem supn∈N fn : X → R mierzalna. Skoro infn∈N fn = − supn∈N(−fn),
to wynika st¡d równie», »e infn∈N fn : X → R mierzalna. �

Ozn.M(F) zbiór funkcji mierzalnych f : X → R.

Wn.M(F) jest domkni¦ciem E(F) w topologii zbie»no±ci punktowej,

tzn. funkcja jest mierzalna ⇐⇒ jest granic¡ punktow¡ funkcji prostych.

Wn. Dla f , g ∈M(F) oraz α, β ∈ R mamy

1 αf + βg ∈M(F) (przestrze« liniowa)

2 f · g ∈M(F) (algebra)

3 f ∨ g := max{f , g}, f ∧ g := min{f , g} ∈ M(F) (krata)
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Dowód: Na mocy Tw istniej¡ {fn}∞n=1, {gn}∞n=1 ⊆ E(F) takie, »e
lim
n→∞

fn(x) = f (x) oraz lim
n→∞

gn(x) = g(x). Zatem

αf + βg = lim
n→∞

αfn + βgn ∈M(F)

jako granica ci¡gu funkcji mierzalnych {αfn + βgn}∞n=1 ⊆ E(F);
f · g = lim

n→∞
fn · gn ∈M(F)

jako granica ci¡gu funkcji mierzalnych {fn · gn}∞n=1 ⊆ E(F).
Natomiast f ∨ g := max{f , g} oraz f ∧ g := min{f , g} ∈ M(F)
bezpo±rednio ze Stw. �

Od funkcji charakterystycznych do funkcji mierzalnych:

funkcje

charakterystyczne

{1A,A ∈ F} ∼= F

===⇒

E(F) - przestrze« liniowa
rozpi¦ta przez {1A, A ∈ F}

funkcje proste

===⇒

funkcje mierzalne

M(F) = E(F) domkni¦cie E(F)
w topologii zbie»no±ci punktowej
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